Analiza - klasa 1a Zestaw 3. 27.9.2023

Zbiory i kwantyfikatory

Suma zbioréw: A U B; przeciecie (czes¢ wspdlna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B.

Zbiér pusty oznaczamy ().

Zapis € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru. Jezeli A C , to zbior A’ = Q \ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze 2). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowaznos¢ A C B <— B’ C A'.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwoch zbioréw A, B C ) za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C §:
(a) (AuBUC) =ANnB'NnC’, (b) (ANBNC) =AUB U

3. Niech A, B C Q. Zaznacz na diagramie Venna zbidr elementéw x € €, dla ktorych

prawdziwe jest zdanie
(a)z€eAd < z€B, (b)zeAd = z€B, (c)zed = zeBNA

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC, (d) AUB =AABA(ANB),
(b) ANB =0 < AUB = AAB, (e) A\ B=AA(ANB),
(c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC) (f) AAC C (AAB)U (BAC)
5. A,B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AANE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).

e N={1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,

e Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbidr liczb calkowitych,

e Q - zbidr liczb wymiernych, R - zbioér liczb rzeczywistych.

Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dla kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), zapi-

sujemy nastepujaco: Vme x p(x). Np. zdanie Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa

) . . . . 1
jest nierownos$é x > % mozna zapisaé jako ngeN x> ok

Symbol WY nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym.

Kwantyfikator szczegélowy. Zdania postaci Istnieje z nalezgce do zbioru X, dla
ktdrego zachodzi p(z), np. zdanie Istnieje liczba naturalna x taka, ze x > 2023, mozna

zapisa¢ jako = reN T > 2022.
Symbol = nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogélne lub dwa kwantyfikatory szczegdtowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmienié ich kolejnosé, np.

(VxeRVneNx>1 = x”>1) — (VnevieRx>1 = x”>1)
(3$€R3neNm2:n+1/\x>n) = (HneNaweRx2:n+1/\x>n).

Nie mozna zmieni¢ kolejnosci kwantyfikatora ogdlngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa

zdania nie sg rownowazne:
(i> \V/wER 3 neN T <, (ii> 3 neN \V/weR T <n.

Zawsze zachodzi implikacja (3 zeX Vyey p(x,y)) = (Vyey 3 zeX p(amy)).

Na przyktad: (3 zEN \V/y>1 y? > JI) = (\V/y>1 = ven Y2 > x) .

Prawa de Morgana: Jezeli 2 jest zbiorem, a p(z) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € €, to

() ~ (Vecap(@) <= Juca ~p@), (i) ~ (Fecap@) < Viea ~p(e).

6. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) Ve 2 | n2 +nd

(b) T pew n® = 16777216

(c VmeRzlneN$7é0 = z2>n

(d EleRvnerE>O/\$<n2—n+%

ElneN vx>0 EI keN \"/Jj" <n

£) Vien Fuso Vanez, (n+ 155)* > an

€

)
)
)
()
(f)
)

(g Elqu\V/we]RvkeZq:xk = g=zVg=n
Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

7. Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw i dzialan logicznych definicje liczby pierwszej.

8. A, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru . Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (A1UAU...UA,) =A1NnA,n...NA,
(i) (AiNAan...NA,) =AUA,U...UA,



